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Drevesa so eno od klasi£nih podro£ij kombinatorike, teorije grafov in teoreti£nega
ra£unalni²tva. Z razli£nimi kombinacijami lastnosti dobimo vrsto razli£nih tipov
dreves, kot so dvoji²ka drevesa, Catalanova drevesa, ipd. Za nekatere druºine do-
bimo tudi natan£ne pre²tevalne formule, za druge izpeljemo rodovne funkcije in/ali
si ogledamo njihovo asimptotiko.
Enumeration of trees
Abstract
Trees are one of the classical elds of combinatorics, graph theory and theoretical
computer science. With dierent combinations of properties we get a series of di-
erent types of trees, such as binary trees, Catalan trees, etc. For some families
we also get explicit formulas, for others we derive their generating functions and/or
look at their asymptotic behavior.
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1. Uvod
Graf je urejeni par G = (V,E), kjer je V mnoºica vozli²£ in E mnoºica povezav.
Denicija 1.1. Pot med vozli²£ema u in v je zaporedje povezav grafa G oblike ux0,
x0x1, . . . , xn−1xn, xnv, v katerem se ne ponovi nobeno vozli²£e in nobena povezava.
Denicija 1.2. Graf G je povezan natanko takrat, ko med vsakima dvema vozli-
²£ema obstaja pot.
Za graf G na V (G) deniramo relacijo biti v isti komponenti za povezanost.
Pravimo, da je v v isti komponenti za povezanost kot u natanko tedaj, ko med v
in u obstaja pot. Relacija je o£itno simetri£na, tranzitivna in reeksivna ter zato
ekvivalen£na. Ekvivalen£nim razredom re£emo povezane komponente.
S pomo£jo poti deniramo drevo.
Denicija 1.3. Graf G je drevo, £e med poljubnima dvema vozli²£ema obstaja
natanko ena pot.
Za drevesa obstaja ²e ve£ enakovrednih denicij. Ena od njih pravi, da je drevo
povezan graf brez ciklov. Graf, v katerem so povezane komponente drevesa, imenu-
jemo gozd.
Stopnjo vozli²£a v ozna£imo z d(v) in ²teje ²tevilo sosedov vozli²£a v. Glede na
stopnjo vozli²£a delimo na notranja, ki imajo stopnjo ve£jo od 1, in zunanja s stopnjo
≤ 1. Tem re£emo tudi listi.
V nadaljevanju dela bomo pre²tevali drevesa, ki bodo imela razli£ne kombinacije
lastnosti. Zato najprej poglejmo, katere lastnosti bomo opazovali.
1.1. Ozna£ena in neozna£ena drevesa. Drevesa, ki na vozli²£ih nimajo oznak
in se zato vozli²£a med sabo ne razlikujejo, imenujemo neozna£ena drevesa. Ko pa
vozli²£em priredimo oznake, takim drevesom re£emo ozna£ena drevesa.
Pri dodeljevanju oznak na vozli²£a lahko nimamo nekih posebnih pogojev in ho-
£emo samo vsakemu izmed |V | vozli²£ dodeliti eno izmed oznak, v na²ih primerih
bodo to ²tevila 1, 2, . . . , |V |, lahko pa dodamo kak pogoj.
1.2. Drevesa s korenom in drevesa brez korena. Drevo s korenom je drevo, v
katerem je eno vozli²£e dolo£eno za koren. To vozli²£e se nahaja v ni£tem nivoju.
Njegovi sosedi se nahajajo v prvem nivoju, v splo²nem pa so potem v i-tem nivoju
vozli²£a, od katerih je pot do korena dolºine i. Sosedom vozli²£ iz i-tega nivoja, ki
se nahajajo v nivoju i+ 1, re£emo tudi nasledniki.
Lepa lastnost dreves s korenom je, da je vsako vozli²£e koren nekega poddrevesa.
1.3. Urejena in neurejena drevesa. Drevesa so ravninski gra. To pomeni, da
jih lahko nari²emo, ne da bi se kak²ni dve povezavi sekali.
Teh vloºitev v ravnino je lahko ve£ in jih bomo pri drevesih, kjer bo vloºitev v
ravnino pomembna, ²teli.
Urejena drevesa pravimo drevesom s korenom, v katerih je vloºitev v ravnino
pomembna. Tam so vsi nasledniki urejeni od leve proti desni, torej lahko govorimo
o j-tem nasledniku vozli²£a v, kjer je j ≥ 1. To porodi naravno vloºitev v ravnino,
cikli£no rotiranje poddreves okrog korena pa ni dovoljeno.
Ko nasledniki med sabo niso urejeni od leve proti desni, s cikli£nim rotiranjem
okrog korena dobimo drevesa, ki jih smatramo kot ista.
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V poglavju 2 bomo denirali rodovne funkcije in dokazali Otterjev dissimetrijski
izrek ter Lagrangeevo inverzijo. Pri tem bomo sledili viroma [1] in [6].
V poglavjih 3 in 4 bomo pre²tevali razli£ne tipe dreves. Dokaz trditve 4.6 bo
predelan po £lanku [5], ostale trditve in izreki pa so povzete po viru [1].
V poglavju 5 bomo navedli ²e izrek, ki nam ve£ pove o ²tevilu vpetih dreves.
Spoznali pa se bomo tudi s Prüferjevo kodo, s katero na druga£en na£in lahko
pridemo do ²tevila vpetih dreves na polnem grafu.
2. Rodovne funkcije
Rodovne funkcije bodo v ve£ini primerov najuporabnej²e orodje za pre²tevanje
dreves. Na ta na£in neskon£no zaporedje ²tevil (An)n≥0 obravnavamo kot koeciente
formalne poten£ne vrste.
Denicija 2.1. Naj bo K obseg s karakteristiko 0. Denirajmo K[[x]] kot mnoºico
vseh zaporedij z elementi iz K. V K[[x]] naravno deniramo se²tevanje, (konvolu-
cijsko) mnoºenje in komponiranje (za nekatere pare zaporedij). Elementom K[[x]]
re£emo formalne poten£ne vrste, neko zaporedje (Kn)n≥0 z elementi iz K pa kot



















Da v rodovni funkciji A(x) laºje preberemo koecient pri xn, si pomagamo z
notacijo
[xn]A(x).
V rodovno funkcijo A(x) lahko vstavimo vrednost x = 0 in s tem dobimo kon-
stantni £len, torej
A0 = A(0).
Ostalih vrednosti ne vstavljamo v rodovno funkcijo.
Od problema je odvisno, katero izmed rodovnih funkcij uporabimo. Pravilo je,
da si pri ²tetju neozna£enih struktur po navadi pomagamo z obi£ajnimi rodovnimi
funkcijami, pri ²tetju ozna£enih pa z eksponentnimi.
Za rodovne funkcije velja, da jih med drugim lahko med sabo tudi se²tevamo in
mnoºimo.
Naj bo A(x) =
∑︁
n≥0 Anx






































































kjer je n ≥ 1.
Trditev 2.2. Naj bo Cyc(T ) cikli£no urejeno zaporedje elementov razreda T . Naj










kjer je ϕ(k) Eulerjeva funkcija.
Eulerjeva funkcija ϕ(k) je funkcija, ki vzame poljubno naravno ²tevilo in vrne
²tevilo manj²ih naravnih ²tevil, ki so tuja k.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ϕ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4
Tabela 1. Prvih nekaj vrednosti funkcije ϕ(n), [8, A000010].
Dokaz trditve lahko najdemo v [3, str. 729].
Ko bomo v nadaljevanju opazovali drevesa, bo ve£krat uporabno povezati drevesa
brez korena z drevesi s korenom, saj je drevesa brez korena ponavadi teºje pre²teti.
Pri tem nam bo pomagal naslednji izrek.
Izrek 2.3 (Otterjev dissimetrijski izrek). Naj bo D razred dreves, D◦ razred dreves,
v katerem je ozna£eno eno vozli²£e, D◦−◦ razred dreves, v katerem je ozna£ena ena
povezava in D◦→◦ razred dreves, v katerem je ozna£ena ena usmerjena povezava.
Potem obstaja bijekcija med
D + D◦→◦ in D◦ + D◦−◦.
Dokaz. Center grafa je mnoºica vozli²£, za katere velja, da je maksimalna razdalja
do ostalih vozli²£ minimalna. Za vsako vozli²£e v torej najdemo dolºino najdalj²e
poti z za£etkom v v ter v centru zberemo vsa taka vozli²£a, ki so imela dolºine
najdalj²ih poti minimalne.
Da je center drevesa sestavljen iz enega ali dveh vozli²£, si poglejmo z dokazom iz
[2]. To je o£itno za drevesa velikosti 1 in 2. Pri ve£jih drevesih lahko to dokaºemo
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z naslednjim postopkom. Opazimo, da je na maksimalni razdalji od vozli²£a v neki
list u. Ker ima drevo z ve£ kot dvema vozli²£ema vsaj dva lista, z odstranjevanjem
vseh vozli²£ s stopnjo 1 dobimo manj²i graf G′, ki je drevo. Na maksimalni razdalji
od vozli²£a v′ ∈ V (G′) je spet list, tokrat iz novega grafa G′. Torej za vsako vozli²£e
v′ ∈ V (G′) velja
max
x∈V (G′)
d(v′, x) = max
x∈V (G)
d(v′, x)− 1,
kjer je G originalen graf, z d(v, x) pa ozna£imo razdaljo med v in x. Center je zato
ostal isti. Nadaljujemo z odstranjevanjem listov, dokler ne dobimo drevesa z enim
ali dvema vozli²£ema. Vozli²£a, ki so ostala, sestavljajo center.
e je tako vozli²£e samo eno, mu re£emo centralno vozli²£e. e sta taki vozli²£i
dve sosednji vozli²£i, povezavi med njima re£emo centralna povezava.
Glede na center lo£imo drevesa s posebnim vozli²£em in drevesa s posebno pove-
zavo. Deniramo razred dreves
Dnc := (D◦ + D◦−◦)\D .
Ker smo od vseh dreves s posebnim vozli²£em ali posebno povezavo odstranili ra-
zred dreves, za drevesa pa velja, da imajo vedno ali centralno vozli²£e ali centralno
povezavo, smo dobili razred dreves, ki imajo posebno vozli²£e, ki ni centralno, ali
posebno povezavo, ki ni centralna.
e najdemo bijekcijo med Dnc in D◦→◦, s tem dobimo bijekcijo med D + D◦→◦
in D◦ + D◦−◦ in smo z dokazom kon£ali.
Pri deniciji preslikave moramo lo£iti dva primera. e ima drevo v Dnc posebno
vozli²£e v, potem z u ozna£imo prvo vozli²£e na najkraj²i poti do centra. Ko je center
sestavljen iz dveh vozli²£ in je eno izmed njiju v, za u vzamemo drugo vozli²£e iz
centra. V drevesu nato namesto vozli²£a v ozna£imo usmerjeno povezavo (v, u). e
pa ima drevo v Dnc posebno povezavo {u, v}, jo orientiramo tako, da kaºe pro£ od
centra. V obeh primerih dobimo drevo iz razreda D◦→◦.
Preslikava ima preprost inverz. V drevesu iz razreda D◦→◦ z ozna£eno povezavo
(v, u) najprej poi²£emo center. e povezava (v, u) kaºe proti centru ali je celo
centralna povezava, v drevesu namesto povezave (v, u) ozna£imo vozli²£e v. e
pa povezava (v, u) kaºe pro£ od centra, v drevesu ozna£imo neusmerjeno povezavo
{v, u}. V obeh primerih dobimo drevo, v katerem je ozna£eno necentralno vozli²£e ali
necentralna povezava, torej drevo iz razreda Dnc. To pomeni, da je na²a preslikava
res bijekcija. 
Omenili in dokazali bomo ²e spodnji izrek, s katerim lahko zapi²emo eksponentno
rodovno funkcijo za posebne strukture.
Izrek 2.4. Dana je struktura F . Mnoºici z n elementi damo strukturo na Fn na£i-









eksponentna rodovna funkcija za naslednjo strukturo: mnoºico razdelimo na k dis-
junktnih nepraznih blokov in vsakemu bloku damo strukturo F .















































n1, n2, . . . , nk
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Si∩Sj=∅ za i ̸=j
S1∪S2∪···∪Sk=[n]





Ko upo²tevamo, da je F0 = 0, notranja vsota te£e samo po nepraznih mnoºicah Si.
Ker morajo biti Si ∩ Sj = ∅ za i ̸= j, lahko kot pogoj dodamo ²e Si ̸= Sj za i ̸= j.
Urejenih k-teric (S1, S2, . . . , Sk), kjer so Si ̸= Sj za i ̸= j, pa je ravno k!-krat toliko










Si∩Sj=∅ za i ̸=j
S1∪S2∪···∪Sk=[n]





Od tod preberemo, da je 1
k!
F (x)k eksponentna rodovna funkcija za strukturo: mno-
ºico razdelimo na k disjunktnih nepraznih blokov in vsakemu bloku damo strukturo
F . 
2.1. Lagrangeeva inverzija. Naj bo A(x) =
∑︁
n≥0 Anx
n formalna poten£na vrsta.





= A[−1] (A(x)) = x.
Obstoj inverza za komponiranje nam da naslednja trditev.
Trditev 2.5. Naj bo A(x) formalna poten£na vrsta z A(0) = 0. Potem ima A(x)
inverz za komponiranje natanko tedaj, ko je [x]A(x) ̸= 0.
Dokaz trditve lahko najdemo v [6, trditev 5.4.1]. Z Lagrangeevo inverzijo dobimo
koeciente formalne poten£ne vrste A[−1](x).
Izrek 2.6. Naj bo A(x) =
∑︁
n≥0 Anx
n formalna poten£na vrsta z A0 = 0 in A1 ̸= 0.







Dokaz. Ker je A(x) =
∑︁
n≥0 Anx
n poten£na vrsta z A0 = 0 in A1 ̸= 0, je (A[−1](x))k






















Potem deniramo res : K((x)) → K kot
resA(x) = [x−1]A(x),
kjer je K polje in K((x)) polje formalnih Laurentovih vrst. Formalne Laurentove
vrste so posplo²itve formalnih poten£nih vrst in dovoljujejo kon£no mnogo £lenov z





r+n; r ∈ Z, Ar+n ∈ K za vsak n ≥ 0
}︄
.
Pokazati se da, da velja
resF (x) = 0 ⇐⇒ F (x) = G′(x) za nek G(x) ∈ K((x)).
(⇐) Naj bo G(x) =
∑︁
n≥n0 Gnx




resF (x) = 0 ·G0 = 0.
(⇒) Naj bo F (x) =
∑︁
n≥n0 Fnx
n in F−1 = 0. Ho£emo, da drºi (n+ 1)Gn+1 = Fn




za vsak n ̸= −1. Vrednost G0 dolo£imo poljubno. Za tak izbor vrednosti Gn je
potem F (x) = G′(x).

























A1 + 2A2x+ 3A3x
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Lagrangeevo inverzijo poznamo ²e v ve£ ekvivalentnih verzijah. Za na²e primere
je najbolj uporabna v naslednji obliki.
Izrek 2.7. Naj bo A(x) =
∑︁
n≥0 Anx
n formalna poten£na vrsta z A0 = 0 in A1 ̸= 0.




Dokaz. Naj bo B(x) = x
Φ(x)
. To je res formalna poten£na vrsta, saj je Φ(0) ̸= 0. Za
B(x) velja B(0) = 0 in [x]B(x) ̸= 0. Ker je B(A(x)) = x, je B = A[−1] in A = B[−1].









V tem poglavju bomo pre²tevali neozna£ena drevesa. Uporabno orodje za to bodo
obi£ajne rodovne funkcije. Za£eli bomo s primerom posebnih dreves s korenom 
dvoji²kimi drevesi.
Spomnimo se, da je v drevesih s korenom vsako vozli²£e koren nekega poddrevesa.
Ta lastnost nam omogo£a rekurzivno konstrukcijo in laºje ²tetje.
3.1. Dvoji²ka drevesa. Dvoji²ko drevo je neozna£eno urejeno drevo s korenom, v
katerem je vsako vozli²£e list ali pa ima natanko dva naslednika.









Ta ²tevila imenujemo Catalanova ²tevila.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Bn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796
Tabela 2. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Bn, [8, A000108].
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Slika 1. Dvoji²ka drevesa z n notranjimi vozli²£i za 0 ≤ n ≤ 3.
Dokaz. Naj bo T dvoji²ko drevo z n+1 notranjimi vozli²£i. Ker je koren eno izmed
teh n + 1 notranjih vozli²£, torej ima pod sabo dve dvoji²ki poddrevesi, eno s k in





Za£etna vrednost je B0 = 1 in jo dobimo, ko je drevo sestavljeno samo iz korena in

































iz zgornje zveze za dvoji²ka drevesa sledi
B(x)− 1 = xB(x)2.
Do iste zveze bi pri²li, £e bi upo²tevali, da so dvoji²ka drevesa pri n = 0 sestavljena
samo iz praznega drevesa, pri ve£jih n pa iz korena in dveh dvoji²kih poddreves.








saj bi imela druga re²itev kvadratne ena£be singularnost v x = 0 in zato ne bi bila


















































kjer smo upo²tevali, da velja enakost 1 · 3 · · · (2n− 1) · n! · 2n = (2n)! 
Posplo²itev dvoji²kih dreves so drevesa s korenom, v katerih je vsako vozli²£e list
ali pa ima m naslednikov, kjer je m ≥ 2.
Trditev 3.2. Naj bo B(m)n ²tevilo dreves s korenom z n notranjimi vozli²£i, v katerih














n xn velja zveza
B(m)(x) = 1 + xB(m)(x)m,
saj so taka drevesa pri n = 0 sestavljena samo iz lista, pri ve£jih n pa iz korena in
m-tih poddreves istega tipa. Da lahko uporabimo Lagrangeevo inverzijo, gledamo
funkcijo
B̃(m)(x) = B(m)(x)− 1,























potem ko na prvem koraku uporabimo Lagrangeevo inverzijo kot v izreku 2.7, na









3.2. Catalanova drevesa. Catalanova drevesa so drevesa s korenom, v katerih
ima vsako vozli²£e poljubno ²tevilo naslednikov, ki so med sabo urejeni. Koren je
povezan z navideznim vozli²£em, zato pri ²tetju Catalanovih dreves pre²tejemo vse
moºne vloºitve dreves s korenom v polravnino, kjer koren leºi na robu polravnine.









n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pn 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862
Tabela 3. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Pn, [8, A000108].
Slika 2. Catalanova drevesa z n notranjimi vozli²£i za 1 ≤ n ≤ 4.









Opazimo, da je Pn = Bn−1. Med njima obstaja naravna bijekcija, ki Catalanovemu
drevesu z n vozli²£i priredi dvoji²ko drevo z n− 1 notrajnimi vozli²£i.
Ta preslikava najprej izbri²e koren ter povezave med korenom in vozli²£i v pr-
vem nivoju. Tako dobimo graf z n − 1 vozli²£i, ki bodo notranja vozli²£a novega
dvoji²kega drevesa. Potem pogleda vsako vozli²£e posebej. e ima vozli²£e ve£ na-
slednikov, izbri²e vse povezave med vozli²£em in njegovimi nasledniki razen najbolj
leve, vozli²£a, ki so imela prej istega star²a, pa poveºe s potjo. Potem te nove vodo-
ravne povezave zarotira za kot 45° v negativni smeri. Da res dobimo dvoji²ko drevo
s pravim ²tevilom vozli²£, ga dopolnimo z listi. Vozli²£a brez naslednikov dopol-
nimo z dvema listoma, vozli²£em z levim naslednikom dodamo desnega naslednika,
vozli²£em z desnim naslednikom pa levega.
Preslikava je o£itno bijekcija, saj lahko s podobnimi koraki v obratno smer iz
dvoji²kega drevesa dobimo Catalanovo drevo. 
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Slika 3. Koraki postopka, s katerim iz Catalanovega drevesa dobimo
dvoji²ko drevo.
Pri dvoji²kih drevesih in njihovi posplo²itvi z m nasledniki je bilo ²tevilo listov
to£no dolo£eno s ²tevilom notranjih vozli²£. V Catalanovih drevesih ima vsako
vozli²£e poljubno ²tevilo naslednikov, zato ²tevilo listov ni natan£no dolo£eno z
velikostjo drevesa. Pri ²tetju se tako lahko omejimo na drevesa velikosti n s to£no
dolo£enim ²tevilom listov ter njihovo ²tevilo podamo z eksplicitno formulo.















1 2 3 4 5
2 1
3 1 1
4 1 3 1
5 1 6 6 1
6 1 10 20 10 1
Tabela 4. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Pn,k, [8, A001263].
Dokaz. Naj bo P (x, u) =
∑︁
n,k Pn,kx
nuk rodovna funkcija ²tevil Pn,k. Ko ima Cata-
lanovo drevo samo eno vozli²£e, je to vozli²£e list. To drevo ima rodovno funkcijo
xu. Ko je velikost drevesa ve£ja od 1, ima to drevo koren ter vsaj enega naslednika,
ki je koren nekega drevesa, ki je tudi Catalanovo drevo. To ima rodovno funkcijo
x
∑︁
k≥1 P (x, u)
k. Tako dobimo, da je
P (x, u) = xu+ x
∑︂
k≥1
P (x, u)k = xu+
xP (x, u)
1− P (x, u)
.
To lahko preoblikujemo v















































































































3.3. Splo²na neozna£ena drevesa. Splo²na neozna£ena drevesa so drevesa, pri
katerih vloºitev v ravnino ni pomembna. Razdelimo jih na dva razreda. V razredu T̃




T pa je razred vseh neozna£enih dreves s korenom, ki imajo rodovno funkcijo T (x) =∑︁
n≥0 Tnx
n.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T̃n 1 1 1 2 3 6 11 23 47 106
Tn 1 1 2 4 9 20 48 115 286 719
Tabela 5. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnih zaporedij T̃n in Tn, [8,
A000055, A000081].
Drevesa v razredu T so sestavljena iz korena in poljubnega ²tevila dreves istega
tipa, kjer se lahko ista poddrevesa pojavijo ve£krat. Z MSet(T ) ozna£imo mnoºico
vseh kon£nih ve£kratnih mnoºic z elementi iz T in vidimo, da lahko drevesa v
razredu T opi²emo kot
T = ◦ ×MSet(T )
15
Slika 4. Splo²na neozna£ena drevesa brez korena z n vozli²£i za 1 ≤
n ≤ 4.
Slika 5. Splo²na neozna£ena drevesa s korenom z n vozli²£i za 1 ≤
n ≤ 4, koren je ozna£en z r.




1 + x+ x2 + · · ·







































kjer smo na prvem koraku upo²tevali, da £len
(︁
1 + xk + x2k + · · ·
)︁Tk dobimo, ko ve£-
kratno mnoºico sestavljamo samo iz Tk elementov T velikosti k. e bi torej imeli
Tk = 2, v ve£kratno mnoºico pa bi vzeli prvi element T velikosti k enkrat, drugega
pa dvakrat, bi dobili xk ·x2k. S produktom vseh takih £lenov
(︁
1 + xk + x2k + · · ·
)︁Tk
dobimo vse moºne ve£kratne mnoºice. Zato dobimo, da je rodovna funkcija neozna-
£enih dreves s korenom enaka






Ko T (x) odvajamo in upo²tevamo zgornjo zvezo, ki velja za T (x), dobimo
xT ′(x) = T (x) + xT (x)
(︁











































xn, in iz vsote prebe-









tetje dreves brez korena je teºje od ²tetja dreves s korenom. Da dobimo povezavo
med razredoma T̃ in T , si pomagamo z Otterjevim dissimetrijskim izrekom. Za
D vzamemo razred vseh neozna£enih dreves T̃ , za D◦ pa razred vseh neozna£enih
dreves s korenom T . Potem je D◦→◦ razred vseh urejenih parov neozna£enih dreves
s korenom, v katerem lahko dve drevesi s korenom zdruºimo z usmerjeno povezavo
med prvim in drugim korenom, kar bo na²a ozna£ena povezava. Njihova rodovna
funkcija je T (x)2. Podobno je D◦−◦ razred vseh neurejenih parov neozna£enih dreves
s korenom, v katerem bo na²a ozna£ena povezava neusmerjena povezava med kore-
noma dreves, ki ju zdruºujemo. Njihova rodovna funkcija je 1
2
(T (x)2−T (x2))+T (x2).
Upo²tevati moramo, da lahko vsak neurejeni par {T1, T2} zapi²emo kot urejeni par
na na£ina (T1, T2) in (T2, T1), od tod £len 12(T (x)
2 − T (x2)), ko pa imamo {T1, T1},
je na£in samo en in dobimo £len T (x2). Ker po izreku vemo, da obstaja bijekcija
med D+D◦→◦ in D◦+D◦−◦, imata D+D◦→◦ in D◦+D◦−◦ enako rodovno funkcijo.
Dobimo zvezo




T (x)2 + T (x2)
)︁
,
ki se poenostavi v






Eksplicitne formule za ²tevila T̃n in Tn ni. Izkaºe se, da lahko najdemo lokalna
razvoja za T̃ (x) in T (x) ter povemo, kako so ²tevila T̃n in Tn podana asimptotsko.
Ve£ o tem v [1, izrek 4.4.6].
3.4. Neozna£ena urejena drevesa. Neozna£ena urejena drevesa so drevesa s ko-
renom, v katerih je vrstni red naslednikov vsakega vozli²£a pomemben. Tako dobimo
naravno vloºitev v polravnino. Ker pa pri urejenih drevesih cikli£ne rotacije okrog
korena niso dovoljene, je opazovanje urejenih dreves druga£no kot opazovanje vseh
moºnih vloºitev v ravnino.
Pri dokazovanju trditve, ki nam bo ve£ povedala o ²tevilu neozna£enih urejenih
dreves, si bomo pomagali z naslednjim izrekom.




so ϕn ≥ 0 za vsak n. Naj bo Y (x) =
∑︁
n≥0 Ynx
n re²itev ena£be Y (x) = xΦ(Y (x)).











(1 + O(n−1)) ; n ≡ 1 (mod d)
0; n ̸≡ 1 (mod d)
,
kjer je d = gcd{j > 0;ϕj > 0}.
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Dokaz se nahaja v [4]. Izrek se lahko posplo²i v uporabnej²o obliko za na² problem
s ²tetjem dreves, ki je zapisana v [1]. e je A(x) = g (Y (x)) in je g(x) regularna v
x = τ = Y (x0), kjer je x0 singularnost Y (x), torej tam Y (x) ni denirana, potem
ima A(x) lokalni razvoj oblike
A(x) = c0 + c1
√
x0 − x+ c2(x0 − x) + c3(x0 − x)
3
2 + · · ·
V posebnem primeru, ko je c1 = 0 in c3 ̸= 0, je za asimptotiko pomemben £len
(x0 − x)
3



















Trditev 3.6. Rodovna funkcija P̃ (x) neozna£enih urejenih dreves je


















rodovna funkcija Catalanovih dreves, ²tevila P̃n = [xn]P̃ (x),













Dokaz. Naj bo P (x) rodovna funkcija Catalanovih dreves. Catalanova drevesa so
drevesa s korenom, v katerih ima vsako vozli²£e poljubno ²tevilo naslednikov, ki so
med sabo urejena. e imajo eno vozli²£e, so sestavljena samo iz korena, £e pa imajo
ve£ kot eno vozli²£e, lahko z brisanjem skrajno leve povezave korena dobimo dve
Catalanovi drevesi. Tako dobimo zvezo
P (x) = x+ P (x)2,







Do rodovne funkcije P̃ (x) pridemo s pomo£jo Otterjevega dissimetrijskega izreka, s
katerim P̃ (x) poveºemo s P (x) in z rodovno funkcijo neozna£enih urejenih dreves s
korenom R(x). Tokrat za D vzamemo razred vseh neozna£enih urejenih dreves, za
D◦ razred vseh neozna£enih urejenih dreves s korenom, za D◦−◦ vse neurejene pare
Catalanovih dreves in za D◦→◦ vse urejene pare Catalanovih dreves. Do rodovnih
funkcij D◦−◦ in D◦→◦ pridemo na isti na£in kot pri splo²nih neozna£enih drevesih in
dobimo enakost






Manjka nam ²e rodovna funkcija R(x). Neozna£ena urejena drevesa s korenom so
lahko sestavljena samo iz korena, lahko pa korenu sledi cikli£no urejeno zaporedje
Catalanovih dreves, saj pri pri ²tetju Catalanovih dreves pre²tejemo ravno vse mo-
ºne vloºitve dreves s korenom v polravnino. Ker ima cikli£no urejeno zaporedje






1−P (xk) , je rodovna
funkcija neozna£enih urejenih dreves s korenom enaka










rodovna funkcija neozna£enih urejenih dreves pa














Zdaj nas zanima ²e, kako so asimptotsko podana ²tevila P̃n. Razpi²emo P̃ (x) v



















Ker je P (xk) analiti£na v x0 = 14 za vsak k ≥ 2, sta za asimptotiko pomembna samo
£lena x log 1
1−P (x) in −
1
2
P (x)2. P̃ (x) ima lokalni razvoj oblike
P̃ (x) = c0 + c1(1− 4x)
1
2 + c2(1− 4x) + c3(1− 4x)
3
2 + · · ·
Za asimptotiko pomembna £lena se preoblikujeta v(︃
−1
4














1− 4x+ (1− 4x)
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1− 4x+ (1− 4x)
4
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Pravimo, da je neko drevo ozna£eno, £e je vsakemu vozli²£u v prirejena neka
oznaka l(v). Ponavadi so to ²tevila 1, 2, . . . , |V |.
Dve ozna£eni drevesi sta lahko razli£ni, tudi £e bi bili kot neozna£eni drevesi enaki.
V tem primeru morata imeti na istih vozli²£ih druga£e razporejene oznake.
Najprej si bomo pogledali rekurzivna drevesa, ki imajo poseben pogoj za dodelje-
vanje oznak po vozli²£ih.
4.1. Rekurzivna drevesa. Rekurzivna drevesa so drevesa s korenom, v katerih
ima koren oznako 1, oznake pa od korena proti ostalim nivojem nara²£ajo.
Trditev 4.1. Naj bo Rn ²tevilo rekurzivnih dreves z n vozli²£i. Potem je
Rn = (n− 1)!
1Kot je obi£ajno pri ²tudiju asimptotike, zdaj uporabimo dejstvo, da lahko P (x) in P̃ (x) obrav-
navamo tudi kot obi£ajni poten£ni vrsti. Podrobnosti izpu²£amo.
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rn 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880
Tabela 6. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Rn, [8, A000142].
Slika 6. Rekurzivna drevesa z n vozli²£i za 1 ≤ n ≤ 4.
Dokaz. Rekurzivna drevesa velikosti n gradimo na poseben na£in. Koren bo vozli²£e
z oznako 1, vozli²£e z oznako 2 pa bo njegov naslednik. Za vozli²£e z oznako 3 se
ºe lahko odlo£imo, £e bo naslednik vozli²£a z oznako 1 ali 2. Podobno se lahko za
vozli²£e z oznako k med k − 1 ºe postavljenimi vozli²£i odlo£imo, £igav naslednik
bo. Tako vidimo, da je ²tevilo rekurzivnih dreves velikosti n enako 1 · 2 · · · (n− 1) =
(n− 1)! 
Trditev 4.2. Naj bo Pn ²tevilo rekurzivnih dreves na n vozli²£ih, ki so vloºena v
ravnino. Potem je
Pn = (2n− 3)!! = 1 · 3 · · · (2n− 3).
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pn 1 1 3 15 105 945 10395 135135 2027025 34459425
Tabela 7. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Pn, [8, A001147].
Dokaz. Rekurzivna drevesa, pri katerih je vloºitev v ravnino pomembna, gradimo
na podoben na£in kot obi£ajna rekurzivna drevesa. Z d+(v) ozna£imo ²tevilo na-
slednikov vozli²£a v. Tako je lahko novo vozli²£e naslednik vozli²£a v na d+(v) + 1





= 2|V (T )| − 1
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Slika 7. Vloºitve rekurzivnih dreves z n vozli²£i v ravnino za 1 ≤ n ≤ 4.
razli£nih moºnosti za postavitev novega vozli²£a, ki ima oznako za eno ve£jo od
najve£je oznake v ºe obstoje£em rekurzivnem drevesu T . Tako dobimo, da je ²tevilo
takih dreves enako 1 · 3 · · · (2n− 3) = (2n− 3)!! 
4.2. Cayleyjeva drevesa. Cayleyjevo drevo je ozna£eno drevo, v katerem je vsa-
kemu izmed n vozli²£ prirejeno eno izmed ²tevil 1, 2, . . . , n. Pri teh drevesih se ne
oziramo na vloºitve v ravnino.
Trditev 4.3. Naj bo Tn ²tevilo Cayleyjevih dreves velikosti n s korenom. Potem je
Tn = n
n−1.
Posledi£no je ²tevilo Cayleyjevih dreves velikosti n brez korena enako T̃n = nn−2.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tn 1 2 9 64 625 7776 117649 2097152 43046721 1000000000
Tabela 8. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Tn, [8, A000169].
Dokaz. Naj bo T mnoºica Cayleyjevih dreves s korenom. Ker opazujemo ozna£ena






je Tn ²tevilo Cayleyjevih dreves s korenom velikosti n. Taka drevesa lahko opi²emo
kot
T = ◦ × Set(T ),
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Slika 8. Cayleyjeva drevesa z n vozli²£i za 1 ≤ n ≤ 3.
saj so sestavljena iz korena, ki mu sledi k-terica Cayleyjevih dreves s korenom za
nek k ≥ 0. Vemo ºe, da je eksponentna rodovna funkcija Set(T ) enaka eT (x). Zato
za rodovno funkcijo T (x) velja
T (x) = xeT (x).









Pri ozna£enih drevesih imamo preprosto zvezo med drevesi s koreni in drevesi brez
korenov. V vsakem drevesu brez korena lahko za koren izberemo enega izmed n
ozna£enih vozli²£. Zato je ²tevilo ozna£enih dreves s korenom n-krat ve£je od ²tevila
ozna£enih dreves brez korena. Torej je res T̃n = nn−2. 
V Cayleyjevih drevesih lahko poleg ²tevila vozli²£ ksiramo tudi ²tevilo listov.





S(n− 1, n− k),
kjer so S(n, k) Stirlingova ²tevila drugega reda.
n
k
1 2 3 4 5
1 1
2 2 0
3 6 3 0
4 24 36 4 0
5 120 360 140 5 0
Tabela 9. Prvih nekaj £lenov pre²tevalnega zaporedja Tn,k, [8, A055302].
Stirlingova ²tevila drugega reda ozna£imo s S(n, k) in ²tejejo ²tevilo razdelitev
mnoºice z n elementi na k nepraznih podmnoºic.
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Eksponentna rodovna funkcija mnoºice je enaka ex, eksponentna rodovna funkcija
prazne mnoºice pa 1. Zato je eksponentna rodovna funkcija neprazne mnoºice enaka
F (x) = ex−1, po izreku 2.4 pa sledi, da je eksponentna rodovna funkcija Stirlingovih





















[xn] (ex − 1)k .





rodovna funkcija Cayleyjevih dreves s
korenom glede na ²tevilo vozli²£ in listov. Ta drevesa so sestavljena samo iz korena
ali pa iz korena in neurejene m-terice dreves istega tipa za nek m ≥ 1. Zato funkcija
T (x, w) zado²£a pogoju
T (x, w) = xw + x
(︁




eT (x,w) + w − 1
)︁
.
















S(n− 1, n− k). 
V nadaljevanju bomo za ²tetje Cayleyjevih dreves s korenom, v katerih ima -
ksno ²tevilo otrok korena manj²o oznako kot koren, morali znati pre²teti ozna£ene
gozdove. Spomnimo se, da je gozd graf, ki ima za povezane komponente drevesa.
Trditev 4.5. Naj bo Fn,k ²tevilo ozna£enih gozdov velikosti n, ki imajo za povezane







Dokaz. Naj bo T (x) rodovna funkcija Cayleyjevih dreves s korenom, za katero ºe
vemo, da je enaka T (x) = xeT (x). Potem je rodovna funkcija ozna£enih gozdov, ki




²tevil Fn,k potem pridemo z uporabo Lagrangeeve inverzije, ko so m = k, A(x) =
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S F̃n,k lahko ozna£imo ²tevilo ozna£enih gozdov velikosti n, ki imajo za povezane
komponente k Cayleyjevih dreves brez korena. Potem lahko vidimo, da je rodovna
funkcija Cayleyjevih gozdov s k povezanimi komponentami enaka T̃ (x)
k
k!
, kjer je T̃ (x)
rodovna funkcija Cayleyjevih dreves brez korena. Do rodovne funkcije T̃ (x) lahko
pridemo s pomo£jo Otterjevega dissimetrijskega izreka, kjer za D vzamemo razred
Cayleyjevih dreves brez korena, za D◦ pa Cayleyjeva drevesa s korenom. D◦−◦ so po-
tem neurejeni pari Cayleyjevih dreves s korenom in imajo rodovno funkcijo 1
2
T (x)2,
D◦→◦ pa urejeni pari Cayleyjevih dreves s korenom, ki imajo rodovno funkcijo T (x)2.
Sledi




Trditev 4.6. Naj bo Gn(k) ²tevilo Cayleyjevih dreves s korenom z n+ 1 vozli²£i, v







Dokaz. Naj bo T (n; i, k, l,m) ²tevilo Cayleyjevih dreves s korenom z n+ 1 vozli²£i,
v katerih ima koren oznako i, l njegovih otrok ima oznako ve£jo od i, k otrok ima
oznako manj²o od i, gozd poddreves, ki imajo za korene teh k vozli²£ z oznako
manj²o od i, pa je sestavljen iz m vozli²£. S φm,k ozna£imo ²tevilo gozdov na m
vozli²£ih, ki imajo ksiranih k ≤ m vozli²£ za korene dreves. Po trditvi 4.5 vemo,
da je ²tevilo ozna£enih gozdov velikosti m, ki imajo za povezane komponente k









1; m = 0
kmm−k−1; m ≥ 1, 0 ≤ k ≤ m
.









na£inov. Potem zgradimo gozd






na£inov, po drevesih pa jih razporedimo na φm,k na£inov.
V drugem gozdu pod otroci korena z oznako > i naredimo podobno. Sledi












kjer so n ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ n− k in k ≤ m ≤ n− l. Ker je za
n = 0 edini moºni £len enak T (0; 1, 0, 0) = 1, lahko od tu naprej opazujemo, kaj se
dogaja, ko je n ≥ 1.
Zdaj bi radi T (n; i, k, l,m) se²teli po m in i. Pomagamo si z dvojnim ²tetjem.
Dvojno ²tetje je na£in dokazovanja, s katerim pokaºemo, da sta dve vrednosti enaki,
ker na dva razli£na na£ina pre²tejeta elemente iste mnoºice.
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Leva stran enakosti najprej izbere m − k vozli²£, ki se bodo nahajala v gozdu pod
prvimi k ksnimi koreni. Potem lahko s temi vozli²£i na φm,k na£inov zgradimo gozd
s k ksnimi koreni, z ostalimi n−m vozli²£i pa zgradimo gozd z l ksnimi koreni na
φn−m,l na£inov. Ko m prete£e vsa ²tevila med k in n − l, dobimo ravno vse moºne
velikosti za gozd pod prvimi k ksnimi koreni. S tem pre²tejemo ravno vse gozdove
na n vozli²£ih s k + l ksnimi koreni. tevilo teh je enako φn,k+l.













k + l + 1
)︃
.
Desna stran ²teje, na koliko razli£nih na£inov lahko izmed n+ 1 elementov mnoºice
[n+ 1] izberemo k + l + 1 elementov. Izbrane elemente potem uredimo po velikosti
in (k+1)-ega imenujemo i. Leva stran ²teje tako, da se za nek i odlo£imo, da je bil
izbran. Potem med i − 1 manj²imi izberemo k elementov in med n + 1 − i ve£jimi
izberemo l elementov. Ko i prete£e vsa ²tevila med 1 in n+1, pre²tejemo ravno vse






T (n; i, k, l,m) =
(︃
n+ 1





k + l + 1
)︃
(k + l)nn−k−l−1.







kjer je n ≥ 1 in 0 ≤ K ≤ n.
Ker ho£emo kon£ati z rezultatom, ki bo odvisen samo od n in k, nam manjka ²e



























knn−k−1 +Gn(k + 1)
z za£etnim pogojem Gn(n) = 1.





nn−k velja ista rekurzivna zveza in isti za£etni pogoj, je
Gn(k) = G̃n(k). tevilo Cayleyjevih dreves s korenom z n+1 vozli²£i, v katerih ima







Trditev 4.7. Naj bo L(r)n,k ²tevilo Cayleyjevih dreves z n vozli²£i, v katerih ima koren








n (n− 1)n−k−1 .
tevilo Cayleyjevih dreves z n vozli²£i, v katerih ima vozli²£e s to£no dolo£eno oznako





Dokaz. Vemo ºe, da je rodovna funkcija Cayleyjevih dreves enaka
T (x) = xeT (x).
Cayleyjevo drevo z n vozli²£i, v katerem ima koren stopnjo k, je sestavljeno iz korena,
njegovi nasledniki pa so koreni k poddreves, ki so tudi Cayleyjeva drevesa, njihov


























n (n− 1)n−k−1 . 
5. Vpeta drevesa
Za konec si poglejmo ²e, kako bi ²teli vloºena drevesa grafa G.
Denicija 5.1. Graf H je podgraf grafa G, £e zanj velja V (H) ⊆ V (G) in E(H) ⊆
E(G).
Denicija 5.2. Naj bo H podgraf grafa G. H je vpet podgraf grafa G, £e je
V (H) = V (G).
Vpeto drevo grafa G je potem vpet podgraf grafa G, ki je drevo. Zanj velja, da je
najmanj²a podmnoºica povezav, ki poveºe vsa vozli²£a, in pa najve£ja podmnoºica
povezav, ki ²e ne vsebuje cikla.
Vpeta drevesa na nekaterih posebnih grah je preprosto pre²teti. e je graf G ºe
drevo, je vpeto drevo samo eno. e je graf G cikel z n vozli²£i, se moramo odlo£iti,
katero izmed n povezav bomo izbrisali. Vpetih dreves na takem grafu G je potem
n.
Na ostalih enostavnih povezanih grah je ²tetje vpetih dreves teºje. Do njihovega
²tevila pridemo z naslednjim izrekom.
Izrek 5.3. tevilo vpetih dreves enostavnega povezanega grafa G = (V,E) je enako
determinanti Laplaceove matrike brez i-tega stolpca in i-te vrstice, kjer je 1 ≤ i ≤ |V |
poljuben.




deg(vi); i = j
−1; i ̸= j, vi in vj sta soseda
0; sicer
.
S pomo£jo tega izreka, ki je dokazan v [1, izrek 4.6.1], lahko izra£unamo tudi
²tevilo vpetih dreves grafa Kn, kjer je Kn poln graf na n vozli²£ih.
Slika 9. Vpeta drevesa na K1, K2, K3 in K4.
Laplaceova matrika za Kn je enaka⎡⎢⎢⎣
n− 1 −1 · · · −1
−1 n− 1 · · · −1
...
... . . .
...
−1 −1 · · · n− 1
⎤⎥⎥⎦ ,
saj so vsa vozli²£a med sabo sosedna. tevilo vpetih dreves grafa Kn je potem enako
(n− 1)× (n− 1)-determinanti⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓n− 1 −1 · · · −1−1 n− 1 · · · −1... ... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓ = nn−2.
Do ²tevila vpetih dreves na Kn bi lahko pri²li tudi na druga£en na£in s pomo£jo
Prüferjeve kode.
Prüferjeva koda je bijekcija med vpetimi drevesi na Kn in {1, . . . , n}n−2. Za£nemo
z ozna£enim drevesom na n vozli²£ih. V vsakem koraku najdemo list z najmanj²o
oznako, ga iz drevesa odstranimo in na naslednje mesto v zaporedju dodamo oznako
njegovega soseda. Ko nam ostaneta samo ²e dve vozli²£i, s tem postopkom kon£amo.
Dobimo zaporedje dolºine n− 2, torej element mnoºice {1, . . . , n}n−2.
Prüferjeva koda je res bijekcija, saj iz zaporedja dolºine n− 2 znamo dobiti vpeto
drevo na Kn. Program, ki to naredi, je spodaj po viru [7] napisan v programskem
jeziku Python.
def v_drevo ( zapored je ) :
V = [ ]
n = len ( zapored je )
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Slika 10. Vpeto drevo na K8 s Prüferjevo kodo 114757.
deg = [ 1 ] * ( n + 2)
for i in range (n ) :
deg [ zapored je [ i ] = 1 ] += 1
for i in zapored je :
for j in range (1 , n + 3 ) :
i f deg [ j = 1 ] == 1 :
V = V + [ ( i , j ) ]
deg [ i = 1 ] == 1
deg [ j = 1 ] == 1
break
[ u , v ] = [ i for i , x in enumerate ( deg ) i f x == 1 ]
V = V + [ ( u + 1 , v + 1 ) ]
return V
Program nam za Prüferjevo kodo 114757 vrne rezultat:
>>> v_drevo([1, 1, 4, 7, 5, 7])
[(1, 2), (1, 3), (4, 1), (7, 4), (5, 6), (7, 5), (7, 8)]
Slovar strokovnih izrazov
edge povezava
generating function rodovna funkcija
Lagrange inversion formula Lagrangeeva inverzija
m-ary rooted tree drevo s korenom, v katerem je vsako drevo list ali pa ima
natanko m naslednikov
plane tree urejeno drevo
spanning tree vloºeno drevo
vertex vozli²£e
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